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Vorwort

Da komplexe Zahlen aus zwei Komponenten bestehen, einem Realteil und einem Imaginarteil,

kann man jede von ihnen als Punkt in der Gauldschen Zahlenebene darstellen.

Jede Berechnung, etwa die Addition oder Multiplikation einer zweiten komplexen Zahl schafft eine
neue komplexe Zahl (wenn man nicht gerade 0 addiert oder mit 1 multipliziert). Fur den Zahlenpunkt
bedeutet das eine Lageanderung, die man in der Mathematik auch als Abbildung bezeichnet.

Dies wird in diesem Text untersucht.

Wenn man eine Addition oder eine Multiplikation fiir ganze Zahlenmengen durchfiihren mochte,
schreibt man dies gerne als Funktion:

f(z)=z+(2i—-1) addiert zu jeder komplexen Zahl die Zahla = -1
f(z)=z-(2i-1) multipliziert komplexe Zahlen mit (2i-1)

Daher kommen Teile dieses Textes bereits in dhnlicher Form im Te 50015 Gber komplex
Funktionen vor. Dort gehen die Uberlegungen viel weiter  ~her wur  Yer vorliegende Tr
geschrieben. Er konzentriert sich mehr auf die Abbildung

Eine interessante Anwendung dieser Abbildungen sind die z lentc  ~im Text 50040.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1 Wiederholung: Polarform komplexer Zahlen

Da jede komplexe Zahl aus zwei Komponenten besteht, kann man sie als Punkt in der sogenannten
Gaulischen Zahlenebene darstellen:

Ty=mm@)
Die Zeichnung zeigt 8 Punkte als

Bilder von 8 komplexen Zahlen:

. 3+ Xz,
zy=2+3i

Zy =4 +i 21
Zy=—-3+2

Xz, 1%z
Z4 = 4—|

g, | i || XRe@

25 =2+0i also z5 =2 5 =4 3 @ 1 0 B} 4 5 6

zg =0+1i also zg =i -
z; =0-3i also z; =-3i

g =-5+0i also zg =-5 Xz, - GauBsche Za  1ebene

Man sieht an zs, zg und z7, dass |
auch dann zwei Komponenten

vorhanden sind, wenn ein Teil O ist.

Diese 8 Zahlen sind in der Normalform angegeben, d. h.inc<  Fon Z=X+i-y|:
Dabei heil’t x der Realteil und y der Imag’

Daneben gibt es die Darstellung in 1ler Pol. ™. .. "~ ~nn)1 nlich jeden Punkt in dieser Ebene
auch durch zwei andere Angabe’  stlegen. Da.  ‘<lle ma., r, dass der Punkt eine
Ausgangslage auf der reeller  ichse hatund dann | =n den Uhrzeigersinn in seine eigentliche
Lage gedreht wird. Dazi© .ssmanden  _.aradius ker. das ist der Abstand des Punktes vom
Ursprung, den man als b.  ~der ke:  zxen Zahl berechnet, und den Drehwinkel ¢ (phi),

0 H™ (o} . z T
fur den gilt: 0 < ¢ <360 odei ogenmalf: 0 <2m. 'y vl
3l 1
(1) z .+3i hatdie. 1olarkoo. (.
2..
r1:|21|: 22+3 \/ﬁ ry y \1
.| \
‘o=1=3 = ,=arctan3 ~56,3° X | x=Re®)
0 i 2 3 4 5

(2) zy=-4+i h. <se Polarkoordinaten:

A
y=Im(z)
r2 = |Z2| =1 (—4)2 +112 = \/ﬁ _F’_,_.fq'__"——
Hilfswinkel o : P, 34
tanaz‘%‘z% = o=arctang ~14° / 2 \

©=180° - = 166° 5 S 11 \
Vi

>
o
4

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Ty=m@)

50018
(3) z3=-3-2i hatdiese Polarkoordinaten:
2 2
o =[ea] = (-3)° +(-2)° =13
A
/ 2-- \\
| | | IID!=.RE(21

Hilfswinkel o :
= o= arctan% ~ 33,7°

¥ =2
tanoc—u 5

93 =180° + o ~ 213,7°

Ty=Im@

(4) z4=4-i hatdiese Polarkoordinaten:
=T
R | |
3..
Py
S L)
—

Hilfswinkel o:
Lo arctan% ~14° /
f
|
| ’ | ‘
1 ""_1""""_!;! l

E N[N

tanocsz
X

@4 = 360° — o ~ 346°
-2-- 7
\ | /

Fir Punkte auf den Achseni. -~ .nz einfach:
z5=2 =2 v @5 =0°
z o=z, 1=1 .nd g =90°
=-3i  rp=|z|= 1=3 und @, =270°
zg 5 fg =|zg|=|- =5 und g =180°

Nun Uben wir diese . ,abe:
Wie kann man aus der gegebenen Polarform einer komplexen Zahl

die Normalform berechnen?

Und dazu verwenden wir die Eulersche Funktion E(¢).

www.mathe-cd.de
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(1)  Gegeben sei eine komplexe Zahl durch diese r y=Im(2)
Polarkoordinaten: 34 i
r1 :|Z1| :\/ﬁ Und @:56,30 2,, //
Man hat fiir z, folgende Schreibweise eingefiihrt: " y
1-.
2y =13 E(56,3°) X x=Re(2)
Die Berechnung dieses Ausdrucks gelingt mit der 9 t 2 1 i ?
Trigonometrie:
sin g4 :rX = y=r-sing,
1
X
COS(P1 =— = X= o2 Py
I
Daraus folgt aus z=x+i-y: zy=r;-(cosg,-  singy)
Und das kiirzt man so ab: E(p)=cosq i-sing
Daher bedeutet 2, =+13-E(56,3°) das: 2;=- » 563  ™56,3°)
Der Taschenrechner liefert dann: T3, -~ 56.3
_ 2.00052
Ergebnis:  z;=2+3"i \L}XS“‘ h: 20065
(2) Gegeben ist z=+17 -El’ ) J1. cos 166
-4.0006
Dann kann manso’  zchnen: J17xsin 168
0.99746
z=17-(cos166"  ~in166°)  4+i
A3 .E(; "0 _ ! s ® . o
(3) Gegebr 13E(x )=13 213,7° +i-sin213,7 ) Ta%eos 2157
_ _ ~2.99965
E- nis: < 3-2i J13xsin 218.7
-2.00052
4) G. “enist z=+17 -E L6°) = Jﬁ-(coss46° +i-sin346°) =4
(6) z=2-E(0 ./ L0°+i-sin0°)=2:(1+0-)=2
/
6) z=1-E(90°)=1-(cos90° +i-sin90°) = 1-(0+i-1) = 1i
usw.

Friedrich Buckel
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2 Die Addition erzeugt eine Verschiebung.

(1)  Wir wollen zu einer beliebigen Zahl z eine Zahl v addieren. Diesen Vorgang kann man auch
als Funktion schreiben:  f(z)=z [+v].

Als Beispielzahl verwende ich v =2—i. Dann heilt unsere Funktion f(z)=z+(2-i)
Berechnung einiger Werte: Das Schaubild von f ist dieses Pfeildiagramm.
f(0)=2-i e y=Im(z) N\
f(2)=4 i
f(1+|)—1+|+2—|—3 g z;\
f(2+3i)=2+3i+2-i=4+2i o 5
A 1
f(-3+4i)=-3+4i+2-i=-1+3i z o .
i ] S .x=Re(z)

f(-1-i)=—1-i+2-i=1-2i 3 L e % N

__ . i . ,l\l Z, 7,
f(-4+2)=—4+2+2-i=-2+i :\

Ergebnis:  f bewirkt eine Verschiebung e |

der Gaulschen Ebene auf sich.

(2) Die Addition z+(-3+2i) definiertei- ~'nktion f(z)= -3+
f(-1+2i)=(-1+2)-3+2i=-4+4i [ 4 v N
f(4-3i)=(4-3))-3+2i- \\ ;
f(6-2i)=(6-2i)-3 -3 ne

Auch diese Additions-F.  an erzeugt  : Verschiebuny 3+0i X

-4 -3 2 - [i] 1 2 3 4 5 &
114 3
-2 \ 6-2i
\_ T 1 43 )
(3) man eine Subtraktic  uch als Addition darstellen kann, stellt auch eine Subtraktion

en. ~rschiebungin de auflschen Zahlebene dar.

Beispiel: flo ~-2

f(3+41, +4i-2i=3+2i
f(-2+i)=-2+i-2i=-2-i
(

f(2-i)=2-i-2i=2-3i

y=Im(z) \

[/131—““
v

x=|Re(zl

Friedrich Buckel
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3 Die Multiplikation erzeugt eine
Drehung / Streckung / Drehstreckung

Und zwar erzeugt die Multiplikation mit einer
reellen Zahl eine zentrische Streckung von O aus,
komplexen Zahl mit Betrag 1 eine Drehung um O,

komplexen Zahl mit einem Betrag #1 und = 0 eine Drehstreckung.

Multiplikation mit einer reellen Zahl

- P D
Beispiel 1: f(z)=2z Cx
2 A
Wertetafel: ~ f(2+i)=(2+i)-[2]=4+2i i
A X
f(3-2i)=(3-2i)-[2] =6 - 4i il il t
B
3 { o,
f(-1+3i) = (<14 3i)-[2) -2+ 3 y’ Z
f(-2-2i)=(-2-2i)-[2]-4-4i Dy
N . Y,
Ergebnis:  f bewirkt eine Streckung der G ~uf3schen Ebene f sic.
Streckzentrum ist der Ursprung. Der Stre. <. "“=2.
Ist O<ac<H1, dann sprir” * man vc 'ng.
Ist a=-1, dann'” .eine Punktspi.  ™Ingamvu.  .ng vor.

Ist a<0und a=-1,

d~  wird am Ursrung ges.

Beispiel 2: f(z)=-3z
f(-1+2)= . +2i)-[=, -6
f(2+ (2+i)[=3]=-6-3
f(3-2i)  -2i)[-3]=-9+6

“tund gespiegelt (Beispiel 2).

~9+gi\

| Zéntrisﬁhe Strecku ng.

mitk = -3

3-2i

—

Friedrich Buckel
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Multiplikation mit einer komplexen Zahl vom Betrag 1

Beispiel f(z)=a-z Multiplikation mit a=0,6+0,8.i

a=0,6+0,8i hat den Betrag la| = /0,36 + 0,64 =1

und das Argument o= arctan(%) = arctan(%) =53,13°.

Also ist hat a die Polarform a =c0s53,13° +i-sin53,13° = E(53,13°)

Polartform von z: z=|7-E(9)

Dann folgt fiir das Produk: a-z=1-E(53,13)° -|2|-E(¢) =|2 - ‘
s i |

Denn fiir die GauRfunktion E gilt: |E((p1) E(pp) =E(p + (p2)|

Y

(*) besagt, dass das Produkt den gleichen Betrag v ‘e zhat .. 1er Radius des Prc  <ts um

53,13° weiter gedreht worden ist.
Exponentialgleichung: f(z)=e
Drei Beispielprodukte mit a=0,"
21=2-E(30°)=2:(cos30° +i-s" L) ~173.
f(z1)-2-E(30°)E(5313°)  £(30°+53,13°).  =(83,13%)~0,239+i-1986
z, =3-E(90°) = 3i

f(22)=3-E(90°)-E(53,13

/

P ,+5313%) =7 (143,137 )~ -2,400+i-1800

z3:E(2250\ vl viesinze ~-07 0,71
f(zs)= -(225°)-E(53,. '=E(22.  .13°)-E(27813°)~0,141-i-0,990

Punkt A
Punkt A’

Punkt B
Punkt B'

Punkt C
Punkt C'

'y
e :

Jeder zu ~r komplexen Zah  :hérende Radius
wird bei dies.  nktion (MU' «ation) um 53,13°
um den Urspruny  Yrek”  abei bleibt der Betrag
(Radius) der Zahl gle

Ergebnis:
Wird eine komplexe Zahl mit einer zweiten

komplexen Zahl mit dem Betrag 1 multipliziert,

\ Ead

so bedeutet dies geometrisch eine l

Drehung des Zeigers um den Ursprung. C N

Friedrich Buckel
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Beispiel Die Multiplikation mit i stellt eine Drehung um 90° dar.
Grund: i hat den Betrag 1 und das Argument 90° : i= E(QOO)
z hat den Betrag r und den Argumentwinkel ¢ z=r-E(9)
Das Produkt ist iz =1‘E(900)~ z-E(9) = |z|‘E(90O +(p)
— Ty

i z

Und das zeigt, dass diese Multiplikation den Betrag (Radius) nicht andert, aber den Winkel

¢ um 90° vergroRert.
Aufgabe:  Ein Dreieck ABC ist gegeben durch 2 - 3i, 3+4i und -1

Drehe dieses Dreieck um 90° und gib die Bildeckpunkt  Form von

komplexen Zahlen an:

6--
Drehung um 90°

-
) +4i
443 ~C\
&Y

LN Ss

A Ba

A': f(2-3i)=(2-3i)-i=2i-3" =3+2i
B': f(3+4i)=(3+4i)i=3i+4% =—4+3]

C': f(A+4i)=(-1+4i)-i=—i+4i° = 4-i

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel f(zj=a-z  Multiplikation mit a=(}-i-1/3)

Polardarstellung von a:

Betrag: |a| = (%)2 +(—% 3)2 =J3+3 =1

e

1
2

Argument o = arctan

= arctan(\/g) =60°

Da aber a in 4. Feld liegt, gilt: o =360° —a* = 300°

Polarform: a= 1-E(300°)

Man kann die Multiplikation mit a einer Funktion f Ubergeben: f(z)- , —i'%\/3)-._

Stellt man z in Polarform dar, folgt: z: |-E(o)

Polarform von f(z): f(z)= |Z|-E((p)-E(300°) also: f(z |Z|-E((p+3000).

Die Anwendung von f erzeugt also in der Gaul3-Ebene e ‘hungu. ~n Ursprung®  300°.

Zahlenbeispiel: Wir drehen die Strecke z; z, um 300°.

Dazu werden z; und 7 {%—i%\/g) aultiplie
z,=2+3i: mit |z|=v4 =13 und arctans - ' also z1:x/§~E(56,3°)
Normalform: f(zq)=(? i)(%—i%\ -(1+%\/§)+i(%—\/§)z3,6—0,23-i
in Polarform: f(z  13-E(56,3°"E(300°) =13 -E(356,3°)
z, =-3+2i al=v9 V13 ur p=180°-arctan2 =180° - 33,7° = 146,3°
Normalform: f(z)-  <2)(3-1-3V3) = (-2 ++3)+i(1+3+3) ~0,23+36]
in Polarform: ()= /13 -E(146,3°)-E(300°) = V13 -E(446,3° ) = 13 -E(86,3°

/ Im(2) I

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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12

Beispiel Multiplikation mit a= (%ﬁ +i-%\/§)

f(z) = (142 -1-3+2)2

Polardarstellung von a: Betrag: |a| = ,/%+% =1
* 12 o
Argument a* = arctan i arctan(1) = 45

a=1~E(450)

Beispiel: Drehe die Zahl z, = 2 zweimal um 45°.

z :zo~a:2~(% 2+i~%\/§)=\/§+i-\/§
z, =Z1~a=(\/§+i\/§)'(%\/§+i‘%\/§)=1+i+i+i2' 2i

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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f(z)=a-z Multiplikation mit einer komplexen Zahl a vom Betrag #1
Theorie:  Gegeben sind z und a in Polarform:  z=|z|-E(¢;) und a=|a|-E(a)

Fir das Produkt folgt dann: z-a=|z]-E(¢)-|a|-E(a)

und das heift: z-a=|z]-|Ja| E(g+a)

Ergebnis:  Die Betrage der beiden Faktoren werden multipliziert. Ista > 1, dann wird |z-a|>|Z].
Auflerdem wird das Argument, also der Winkel gegen die positive x-Achse um «

vergrof3ert. Damit sind die Merkmale einer Drehstreckung erfullt.

Beispiel 1: f(z)=(V2+i2)-2

Weiter im Original ...

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Aufgabe:

Die komplexe Funktion f(z)=(5-12i)-z-8i erzeugtin der Gauschen Ebene eine

Drehstreckung. Bestimme das Drehzentrum und den Streckfaktor sowie das Urbild P des
Bildpunktes P'(-30).

Losung: im Original !

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel: f(z)=(1+1V3-i)-z+2-iW3

Zuerst muss k untersucht werden:  k = (%-i—%\/gl) Sein Betragist |k| =7 +2 =1.

13
k liegtim 1. Feld. Daher ist sein Argument: o = arctan{%} = arctan(\/g) =60°..
2

Somit weil} man, dass die Funktion g(z) = z(%+%\/§|) eine Drehung um O um 60° bewirkt.
Die Funktion f enthalt zusatzlich einen Verschiebungssummanden. Daher muss der Fixpunkt
bestimmt werden. f(z)=z d.h. z:(%+%\/§-i)-z+2—i\/§

(g—% 3 -i)-z =2-iW3 | 2

(1-iV3)z=4-i-243

(4-i243) (14V3) 446+ VB-24B) 5

(1-W3) (1+iVT 2

N

Erg: fist eine Drehung um diesen Fixpunkt F(2+%\/§-i) nu

Zahlenbeispiel: Drehung der Strecke AP it A(0)undB(- +2i).

f(0)=2-W3 = A'(2-W3) f(-2+2) ‘+5. M2+ +2-W.=.. = B'(-073-246)

a ¥ D

__x;x i e

e “ L2

i/ 1> —

-1+ J -V
A
‘ﬁ/ A' -
N 8 / /

Links wird die St ~ AF .1 den Fixpunkt F um 60° gedreht bis A'B".

Rechts wird AB um de.. Ursprung gedreht bis AB* (A ist dabei Fixpunkt) , dann wird sie um
v =2-iv/3 verschoben. Dazu wird der Fixpunkt F nicht benétigt. Das Ergebnis ist dasselbe!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel: f(z)=(1+148i)-2+2-iW3
(aus dem Text 50017 — Komplexe Zahlenfolgen) Beispiel 6 Seite 19)
Zuerst muss k untersucht werden: k= (%+%\/§|) Sein Betrag ist |k| =1 +3 =1.

1J3
k liegt im 1. Feld. Daher ist sein Argument: o = arctan ZT = arctan(\/g) =60°..
2
Somit weifl man, dass die Funktion g(z)=z (2 +53 |) eine Drehung um O um 60° bewirkt.

Die Funktion f enthalt zusatzlich einen Verschiebungssummanden. Daher muss der Fixpunkt

bestimmt werden. f(z)=z-

(1443) (1-43):i

TSV 1-4B.

Z:(1+\5) g ,‘5i_(1_ TN
1-3 \.+\/§i) (1—J§-./ *m@i)

Z:{_ 435_). 147 _\'—\/5)4_ T4 _1+3+48i+3i i-43i-43+3
-~ (1 y (1—\/§~i\ ’1+\/§i) 1+3 1+3
2423 Ris2i

) 2 d !

Nune .gen wird eine Fol, ndemw. atz,=1beginnen und definieren z, ,=f(z,) .

Startza, ' z;=1.
Folgezahl . f(z)=f(1  =1(2+ 43 :i)+(4+233)+(3-2v3) i=1+ 43 +4i=258 4 4
Folgezahl  z; =t Nz +ii): 23 | 3;
S 2 2 A 5 N\
4
Folgezahl 2, =f(z;) =f( 232 +3i) =.. =142 2
Fol hi _f Cf(1420) = =23 3, Zs Z3
olgeza z5 =f(z4)=f(1+ ')_""T+E
1..
Folgezahl zG:f(ZS)zf(%Jr%i): :%Jr%i
Ze Z;
Folgezahl 27 =f(z5) = (%52 + }i} .. =1 [ 2, : L R
0 Dy 2
NG J

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Egal, mit welcher Zahl z; man beginnt, man erhalt nur 6 verschiedene Glieder der durch die

Drehung entstehenden Punktfolge, denn nach 6 Drehungen hat man um 360° gedreht, d.h.

z; =z,! Daher der Name zyklische Folge.

Startet man mit einer anderen Zahl, dann erhalt man ein anderes Sechseck. Beispiel:

Startzahl sei z; =1-1 Dazu liefert mein CAS-Rechner diese Zahlenfolge:

3 Edit Aktion Interaktiv

i o ) S

vIH;L

d

-

. 1.1 = 1.1 11 .
define f(z)—(2+2\f§r.)*z+(2+2\f§)+(2 2\'@);

(],
simplify (f(1—-£))
V3+1
simplify (f (ans) ) 2
¥ 1+2-%
simplify (f (ans) ) %=
iy
simplify (f (ans) ) h
-y T2
simplify (f (ans) ) %5
-3 1
simplify (f (ans) " Z6
Algeb -andard ¥ 360° fm]
/— “Im(2) \
/“/
Yse 2
\\
Zs
14
/'Zé' ‘ZZ\\
Yel . . S Re(@)
-1 N 21 2 y23
|
+ |
Ya
|
_1 £ : =
\_ Vi -

Die Zeichnung enthalt beide Sechsecke.

Friedrich Buckel
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Beispiel Untersuche die Abbildung g(z) = (%+ 13, i) Z+1-i-43.
a)  Fixpunktbed.: z=g(z) < z=(%+i~%\/§)~2+1—i\/§
Ersetzen: Z=X+iy, Z=x-liy: x+iy:(%+i~%\/§)(x—iy)+1—i\/§

x+iy=(%x+% 3-ix—%iy+%\/§y)+1—i\/§
%x—%ﬁy—ﬂ%iy—% 3-ix+iV3 =0

(%x—%\/gy—1)+(%y—% 3-x+\/§)oi=0

1x-343y-1=0
Koeffizientenvergleich: ’ T
—1V3 - x+3y+ (2)
Multiplikation der 1. Gleichung mit - /3 : (,\/5) X+ (f« (—%\/gy) +(f\/§)'( =0
—_— | — —_— —_—
-3 x 3y V3
Man erkennt, dass die zweite Gleichung ein Vielfe . ‘'ererste  *“(bzw.umge' ).

Also stellt Gleichung (1) eine Fixpunktgerade dar:

1 1
Ix-13y-1=0 o 13y- 'x-1 o |y= :x—-\/_

b) Darstellung durch eine Matrixgleicl.
w:(%+%\ 1.Z4+1-,
(u- f:(%+%\/\ \~(x—iy)+1—io\/§
A+iv=(%—i~,—1 /5)(x—iy)+1—i\/§
u+iv=~1 iﬁix—%iy—%\/gy+1—i\/§
\%x—%«/gy+1)+(—%\/§x—%y—«/§)-i

K “zientenvergleich:
v=—1{3x-1y-3
33 1
Abbildung.  ~hv- .1 Matrixform: [UJ: 2 2 (Xj_
v |-43 -1 ly) (VB

Diese Matrix A gehort zu einer Geradenspiegelung, denn ihre Spaltenvektoren haben den Betrag 1:

( % ]: i_l,.g:‘] ‘6‘:‘(_% 3]—
/ 4 4 ’

- 3 _1
und sind orthogonal: é-b=( ; J[ 2\/§J=—%x/§+}x/§=0.

&l =

lhre Determinante ist 1 ‘
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Beispiel f(z)=-2iz+1+i
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